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Instructivo

1. Tiempo de duracién de la prueba: minimo 60 minutos y maximo 90 minutos.
2. No se puede usar dispositivos electrénicos, incluyendo el celular. No se pueden consultar textos o apuntes.
3. Entregar el desarrollo de las soluciones a los problemas en las hojas adicionales en blanco proporcionadas.

PROBLEMA 1. Sean a, b y c tres numeros enteros tales que a > b > ¢ > 0. Pruebe que si a + b
es multiplo de ¢, b+ ¢ es maltiplo de a y a + ¢ es multiplo de b, entonces el cociente #Zic es un
cuadrado perfecto.

SOLUCION.- Sabiendo que b+ ¢ es multiplo de a, existe un entero positivo k tal que b+ ¢ = ka.
Por la condicion de que a > b > ¢, tenemos b+ ¢ = a. Luego a + ¢ = b+ 2c y como b es divisor de
a + ¢, entonces esto implica que b es divisor de 2¢, es decir que existe un entero positivo m tal que
2c¢ = mb. Nuevamente, ésta iltima igualdad junto con la hipdtesis b > ¢ nos dice que b = 2¢. Por
tanto a = b + ¢ = 3c. Entonces:

a-b-c  3c-2c-c
a+b+c 3c+2c+c
6
" 6e
=c.

Respuesta: c2, es un cuadrado perfecto

PROBLEMA 2. En la Figura 1 se observa que hay cuatro tridangulos equildteros que son BC'D,
DFEF, FGH y HAB. También hay un rectangulo grande que esta dividido en 9 rectangulos pe-
quenos. En la parte interior de algunos rectangulos esta escrito su perimetro y el drea del tridangulo

equildtero BOD que es \/3 - 16. ;Cudl es el perimetro del poligono ABCDEFGH ?.
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Figura 1

SOLUCION.- Primeramente observemos el triangulo equilatero BC'D, llamemos x = BD la
longitud de uno de los lados del triangulo BC'D, entonces el area de este triangulo esta dado por
?ﬁ = /316 de donde se obtiene x = 8 = BD.

Ahora determinemos el perimetro del rectangulo BDF H. Sean a, b, c,d, e y f las longitudes de los
segmentos en que se han dividido los lados del rectangulo, como muestra la figura
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De los perimetros conocidos tenemos:
a+e=6
b+e =2
c+e=3
d+b=4
f+b=3

luego sumando tenemos: a +b+c+d+e+ f +2b+ 2e = 18. Asi:
a+b+c+d+e+ f=18—2(b+e)
=18 -4
=14
Por lo tanto, el perimetro del rectangulo BDF H es 28. Como la longitud de un lado del rectangulo

es BD = 8, entonces el otro lado es DF = 6. Del hecho que se tiene triangulo equilateros podemos
concluir que el perimetro del poligono ABCDEFGH es 8 -4+ 6 -4 = 56

‘ Respuesta: 56

PROBLEMA 3. ;De cudntas formas distintas se puede llenar una cuadricula 4 X 4 con fichas
de 2 x 17

SOLUCION.- Analicemos de la siguiente manera:
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(A): Primero fijemos la parte central del la cuadricula 4 x 4 que seria una cuadricula 2 x 2, de
cuantas formas hay para llenar esta cuadricula con fichas 2 x 1, mostramos en la siguiente
figura.

Para cualquiera de estas formas hay 2 maneras de terminar el llenado de la cuadricula que
es:

Luego hay 4 maneras de llenar la cuadricula en este caso.
(B): Ahora si iniciamos el llenado inicial con una sola ficha 2 x 1 como en la figura siguiente:

Como podemos observar en la parte derecha de la figura los cuadrados de 2 x 2 de la parte
superior como inferior se puede llenar cada uno de 2 maneras distintas, en el lado izquierdo
se llena de manera forzada, luego hay 4 maneras de llenar en este caso. Hay cuatro casos, si
giramos la ficha central 2 x 1 de la anterior figura, por cada giro hay 4 formas de llenar la
cuadricula. Luego en total hay 16 maneras de llenar la cuadricula

(C): Por tltimo no fijamos ficha central, dividimos la cuadricula en 4 cuadrados 2 x 2

Cada uno de estos cuadrados 2 x 2 se puede llenar de 2 maneras y entonces en este caso hay
16 maneras de llenar la cuadricula.

Haciendo la suma de las formas de llenar la cuadricula en los incisos (A), (B) y (C), hay en total
36 formas de llenar la cuadricula.

Respuesta: 36




PROBLEMA 4. Resolver la ecuacion:

. 1
Vr—vr—1= 3
SOLUCION.-Si en /z — J/z —1 = $ reemplazamos a = Yz y b = ¥z —1 la ecuacién se
convierte en a — b= 1,y . =a®, 2 = b® + 1 asi a® — b® = 1. De la siguiente identidad:

(a —b)* =a® — 3a*b + 3ab* — b°
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Dea—b:%se obtiene:
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12a%2 — 6a — 7 =0

64+/36—4(12)(—7) 3

51 y como x = a°, se obtiene x =

De aqui su solucion es a = 361752\/93

36+5v93
72

Respuesta: © =




