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CATEGORIA BETA: 3RO Y 4TO DE SECUNDARIA

Problema 1. Dado un triangulo ABC con lados AB = 13, BC = 14 y
C'A = 15. Calcular la longitud de la altura trazada desde el vértice A hasta el
lado BC'

Problema 2. Considera un tablero de 21 x 21 celdas. Inicialmente, una pieza se
encuentra en la celda central del tablero. En un solo movimiento, la pieza puede
desplazarse a una celda adyacente que comparta un lado comin con la celda
actual. Ana realiz6 10 movimientos. ;Cuéantas celdas diferentes puede ocupar
la pieza después de esos 10 movimientos?

Problema 3. En la figura dada, el rectangulo ABC' D satisface AD = 2AB y
M es el punto medio del lado AD. En el interior del rectangulo se marcé un
punto K tal que ZAM K = 80° y tal que el rayo K D es la bisectriz del angulo
ZMKC. jDetermine la medida del angulo ZK DA?
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Problema 4. Sea P(z) un polinomio cuadrético que satisface la ecuacion:
P(P(x)) = 2* — 22° + 42° — 32 + 4.

Determinar todos los posibles valores de P(8).



Soluciones

Solucién (Del problema 1.) Aplicamos la formula de Herén para calcular el
area del triangulo ABC, donde BC =a, CA=b, AB =c¢,y p = “< es el
semiperimetro. La formula establece que el area del tridngulo es

Area = \/p(p — a)(p — b)(p — ¢).
En nuestro caso, tenemos a = 13, b = 14, y ¢ = 15. El semiperimetro es

13414415
. —

Sustituyendo en la formula de Her6n, el area del tridngulo resulta ser

21.

p:

Area = /21 x (21 — 13) x (21 — 14) x (21 — 15) = /21 x 8 x 7 x 6 = 84.

Ahora, denotando por h la altura trazada desde el vértice A hasta el lado BC,
utilizamos la formula del area para un triangulo:

a-h_
— =

donde a = 14. Se sigue que h = % = 12. Asi, la altura del triangulo desde el

vértice A hasta el lado BC es h = 12.

84,

Respuesta. 12

Solucion (Del problema 2.) Pintemos todo el tablero como un tablero de aje-
drez (ver figura), de modo que el cuadrado central del tablero sea negro. Cada
vez que la pieza se mueve a una celda adyacente, cambia el color de la cel-
da en la que se encuentra. Esto implica que, después de un ntmero impar de
movimientos, la pieza siempre terminara en una casilla blanca, y después de
un nimero par de movimientos, siempre terminard en una casilla negra. Por
lo tanto, después de 10 movimientos, la pieza necesariamente estard en una
casilla negra. Ahora demostraremos que todas las casillas negras alcanzables en
no mas de 10 movimientos se pueden alcanzar en exactamente 10 movimien-
tos. Consideremos una casilla negra arbitraria A que es alcanzable en menos
de 10 movimientos desde la casilla central. Dado que se llego a la casilla A con
un nimero par de movimientos menor que 10, podemos simplemente mover la
pieza a una celda adyacente y luego regresar, completando asi exactamente 10



movimientos. Esto nos lleva a contar el nimero de casillas negras que se pueden
alcanzar en no mas de 10 movimientos. El nimero de casillas negras alcanzables
se puede determinar de la siguiente manera:
= En 0 movimientos, solo se puede estar en la casilla inicial.
= En 2 movimientos, se puede regresar a la casilla inicial o moverse a 4-2 = 8
celdas nuevas.
= En 4 movimientos, se puede acceder a las celdas previamente alcanzadas
y a4-4 =16 celdas nuevas.
= Este patron continiia, aumentando el nimero de celdas alcanzables en cada
paso.
Por lo tanto, el nimero total de celdas alcanzables en no mas de 10 pasos es

1+8+16+24+324+40=1+8(1+2+3+4+5) =121

De este modo, se concluye que hay 121 casillas negras que se pueden alcanzar
en un maximo de 10 movimientos.

Respuesta. 121

Solucion (Del problema 3.) Aplicaremos el criterio de congruencia de trian-
gulos que establece lo siguiente: si dos triangulos tienen dos pares de lados
correspondientes congruentes y el angulo opuesto a esos lados también es con-
gruente, entonces los tridngulos son congruentes. A partir de esto, se deduce
que la suma de los otros dos angulos internos en cada triangulo es 180°. Este
criterio se cumple para los tridngulos MDK y CDK pues: MD = DC, DK
es comin a ambos a triangulos y ZM KD = ZC'K D. Sin embargo, los angulos
KMD y KCD no son iguales pues el primero es obtuso y el segundo es agu-
do, asi su suma es igual a 180°, y estos implica que los angulos opuestos del
cuadrilatero KM DC suman 180°. Por tanto, el cuadrilatero es ciclico.
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Ya que KM DC' es ciclico, la suma de los angulos opuestos es igual a 180°, asi
IMKC  180°— ZMDC
- 2

El angulo AM K es externo al tridngulo K DM, luego es igual a la suma de los
angulos MK Dy KDA, asi el angulo buscado K DA es igual a 80° —45° = 35°.

LMKD = = 45°.

Respuesta. 35°

Solucion (Del problema 4.) Escribimos el polinomio cuadratico en la forma
P(x) = 2% + bx + ¢, donde b y ¢ son constantes a determinar. Entonces, se
tiene:

P(P(z)) = (2* + bx + ) + b(2* + bx +¢) + ¢
= 2% 4 202 + (V% 4 2¢ + b)z? + (2bc + bH)x + (2 + be + ¢).

De acuerdo con la ecuaciéon dada en el problema, podemos establecer las si-
guientes relaciones:

n 20 = -2,

n b2+ 2c+b=4,

n 2bc + b? = —3,

n 2+ bc+c=4
Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos que b = —1 y ¢ = 2. Por lo

tanto, el polinomio es P(z) = 22 — x + 2. Finalmente, calculamos

P8) =8 —8+2=64—8+2=58.

Respuesta. 58
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