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Preguntas

Tiempo estimado: 70 min

Problema 1. Las cabinas de la Linea Roja del teleférico de La Paz estan nume-
radas del 1 al 100. Wara observa pasar todas las cabinas y anota cuéntas veces
aparece escrito el digito 7 en total (por ejemplo, en la cabina 77 el digito 7 aparece

dos veces). ;Cuéantas veces aparece el digito 77

(A) 10 (B) 11 (C) 19 (D) 20 (E) 21

Problema 2. En una feria de Tarija, dona Amalia empaca saltenas en cajas
numeradas. Una caja lleva el nimero de cuatro cifras 4k8k, donde k es un digito.

. Para cuéntos valores de k el nimero 4k8k es divisible por 67

(A) 1 (B) 8 (C) 2 (D) 4 (E) 6

Problema 3. En el centro de La Paz, las calles forman una cuadricula. Julidn
debe caminar desde la plaza Murillo hasta un punto ubicado 4 cuadras al este
y 4 cuadras al sur, moviéndose Unicamente hacia el este o hacia el sur en cada
cuadra. En su trayecto quiere pasar si o si por el mercado Lanza, que se encuentra
exactamente a 2 cuadras al este y 2 cuadras al sur de la plaza Murillo. ;Cuantas

rutas distintas puede seguir?
(A) 16 (B) 24 (C) 36 (D) 60 (E) 72

Problema 4. Calcular el valor de la suma

1 1 1 1

S=a T te T T o
9 10 20 1 21
A) = B) — = D) = E) =
()19 (B) 5 (€) 5 (D) 3 ()40
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Problema 5. Un aguayo tiene forma de cuadrado ABCD de lado 6. Sea M el
punto medio del lado AB y N el punto medio del lado BC'. Se borda el tridangulo
DMN. ;Cuél es el area de la region bordada?

27 27
2 B

Problema 6. Un agricultor cosechdé muchas cabeza de lechuga y quiso saber cuan-

(A) 24 (B) (C) 54 (D) 15 (E)

tas tenfa en total. Para asegurarse, pidi6 ayuda a cuatro de sus trabajadores, quie-
nes decidieron contarlas de distintas maneras. El primer trabajador formé grupos
de 11 cabezas, pero al final le faltaba una cabeza de lechuga para completar el
ultimo grupo. El segundo trabajador hizo grupos de 13 cabezas y le sobraron 12
cabezas. El tercer trabajador formé grupos de 7 cabezas y también le faltaba una
cabeza para completar el ultimo grupo. Finalmente, el cuarto trabajador organizo
las cabezas en grupos de 12 y logr6é hacerlo sin que sobrara ni faltara ninguna.
Sabiendo que el agricultor cosech6 menos de 8000 cabezas, jcuantas cabezas de

lechuga cosecho en total?

(A) 2502 (B) 5006 (C) 4800 (D) 3000 (E) 5004

Problema 7. La cantidad de segundos que hay en una hora y media se puede
expresar como 3¢-4°.5¢.6¢ donde a, b, ¢ y d son enteros positivos. Calcule el valor
de:a+ b+ c+d.

(A) 3 (B) 5 (C) 6 (D) 7 (E) 8

Problema 8. En la Figura, el tridngulo ABC' cumple AB = AC' y el triangulo
DEF tiene un angulo recto en D. Los puntos G, P y H son colineales; P esté
sobre el lado DF' y @ es el punto donde la recta DE corta al lado AC. Se sabe
que DE || AB, GH || AC y mZBCA = 70°. Determine la medida del dngulo
r=m/FPH.
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B

(A) 60° (B) 50° (C) 70° (D) 75° (E) 100°

Problema 9. Durante la Feria Internacional del Libro en el Campo Ferial Chu-
quiago Marka de la ciudad de La Paz, un grupo de 72 estudiantes participa en
una fotografia. Para organizarse, se acomodan formando un arreglo rectangular de
8 filas y 9 columnas. Antes de tomar la fotografia, cada estudiante saluda con un
apreton de manos a todos sus vecinos. Dos estudiantes se consideran vecinos si ocu-
pan posiciones contiguas horizontal, vertical o diagonalmente. ; Cuantos apretones

de manos se realizan en total?
(A) 239 (B) 224 (C) 356 (D) 286 (E) 478

Problema 10. En el altiplano de La Paz, don Fermin quiere cercar un terreno
rectangular de exactamente 2024 m? para cultivar papa. Las longitudes de los lados
deben ser niimeros enteros de metros y, para que los surcos de riego encajen, ambos
lados deben ser pares. ; Cuéntos terrenos rectangulares distintos puede cercar don
Fermin? (Dos terrenos se consideran iguales si tienen las mismas dimensiones, sin

importar la orientacion.)

(A) 3 (B) 5 (C) 7 (D) 4 (E) 6

Problema 11. Sobre una mesa hay 2026 piedritas recogidas a orillas del lago Ti-
ticaca. Tupak y Killa juegan por turnos: en cada turno, el jugador debe retirar 1, 2
o 3 piedritas, y gana quien retira la tltima piedrita. Tupak juega primero y ambos

juegan de manera perfecta; es decir, cada jugador elige siempre la jugada que mas
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le conviene: si existe una estrategia que le garantiza ganar, la sigue sin equivocar-
se. {Cuantas piedritas debe retirar Tupak en su primer turno para garantizar su
victoria?

(A) 2 (B) 4 (€)1 (D) 5 (E) 3

Problema 12. ;Cuéntos nimeros de tres cifras tienen sus digitos en progresion
aritmética estrictamente creciente? (Por ejemplo, 246 cumple la condicién porque
2<4<6yd—2=6-4)

(A) 14 (B) 15 (C) 16 (D) 17 (E) 18
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Soluciones

Solucion. (del Problema 1) Contamos por posicion. El 7 aparece en la cifra de las
unidades en los nimeros 7, 17,27,37,47,57,67,77,87,97: son 10 apariciones. Apa-
rece en la cifra de las decenas en los nimeros 70, 71,72,73,74,75,76,77,78,79:
otras 10 apariciones. El niimero 100 no aporta ningtn 7. Notese que el 77 contri-
buye una vez a cada conteo, y eso es correcto porque contamos apariciones del

digito, no niimeros que lo contienen. En total:

10 + 10 = 20

Respuesta. 20 (Opcion: D.)

Solucion. (del Problema 2) Un ntimero es divisible por 6 si y solo si es divisible
por 2 y por 3.
» Divisibilidad por 2: la tltima cifra es k, asi que k € {0,2,4,6, 8}.
» Divisibilidad por 3: la suma de cifrases 4 + k+ 8 + k = 12 + 2k. Como 12 es
multiplo de 3, se necesita que 2k sea multiplo de 3, es decir, k € {0,3,6,9}.
La interseccion de ambas condiciones es k € {0,6}. Verificacion: 4080 = 6 x 680

y 4686 = 6 x 781. Por lo tanto hay exactamente 2 valores.

Respuesta. 2 (Opcion: C.)

Solucion. (del Problema 3) Todo camino de la plaza Murillo al destino que pasa
por el mercado Lanza se descompone en dos tramos independientes:
» Plaza Murillo — mercado Lanza: se requieren 2 movimientos al este y 2 al sur,
en algin orden. El nimero de caminos es (;l) = 0.
s Mercado Lanza — destino: nuevamente 2 al este y 2 al sur, es decir, (;‘) =6
caminos.

Por el principio multiplicativo, el total es

() )vrvem

6
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4) = 70 caminos, asi que 36 es coherente.)

(Como control: sin la restriccion habria (

Respuesta. 36 (Opcion: C.)

Solucidn. (del Problema 4) Usamos la descomposicion en fracciones parciales

1 1 1 1
2k —1)(2k+1) 2\2k—-1 2k+1)°

La suma tiene 10 términos (k = 1,2,...,10) y es telescopica:
1 1 1 1 1 1 1 1 120 10
o 2 {( 3) i (3 5) L (19 21)] 2 ( 21) 221 21

10
Respuesta. 2} (Opcion: B.)

Solucion. (del Problema 5) Colocamos coordenadas: D = (0,0), C = (6,0),
B = (6,6), A = (0,6). Entonces M, punto medio de AB, es (3,6) y N, punto
medio de BC, es (6, 3).

A M B
N
D C

Restamos del area del cuadrado las areas de los tres triangulos rectangulos exte-
riores a DM N

6><3_ 3x3 9 3 X6

;- =9  [MBN]= =5 [NCDj="—=0.

[ADM] =
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Por lo tanto, .
9 2

(Comprobacion con la formula del drea por coordenadas: (3 -3 —6-6| = 2-.)

27
Respuesta. ) (Opcién: B.)

Solucion. (del Problema 6)

Interpretamos las diferentes formas de contar de los trabajadores :

Primer trabajador n = 11a — 1 entonces 11 divide a n + 1.
Segundo trabajador n = 13b — 1 entonces 13 divide a n + 1.
Tercer trabajador n = 7c — 1 entonces 7 divide a n + 1.

Cuarto trabajador n = 12d.

Sabiendo que 11, 13 y 7 son primos distintos, por tanto coprimos dos a dos. Enton-
ces se cumple una propiedad importante: St varios nimeros son coprimos entre si
y todos dividen a un numero, entonces su producto también lo divide. Utilizando
esta propiedad tenemos que 11 - 13 -7 = 1001 divide a n + 1, esto significa que
existe t tal que n+1 = 1001 -t equivalente a n = 1001 -t — 1. Hasta aqui se cumple
las tres primeras afirmaciones, debemos buscar un nimero que cumpla la cuarta

afirmacion, es decir que sea multiplo de 12 para eso hacemos el siguiente anélisis:

Sit=1=n=1000 x Sit=5=n=>5004=12-417 v
Sit=2=n=2001 x Sit=6=n=06005 X
Sit=3=n=23002 Xx Sit=7=n=7006 x
Sit=4=n=4003 X Sit=8=n=8007 X

cuando t = 5, se cumple las cuatro afirmaciones, ademés de ser menor a 8000 cabe-
zas de lechuga. Asi, el tinico valor de n < 8000 que verifica las cuatro condiciones
establecidas es n = 5004. Por consiguiente, el agricultor coseché 5004 cabezas de

lechuga.

9¢0¢ VSIN[] VOILVINHLVIN dd VNHOVH VAVIdINIT(O)



‘Respuesta. 5004 (Opcion: E)‘

Solucidn. (del Problema 7) La cantidad de segundos en una hora y media es de
5400 segundos, ahora hacemos la descomposicion de factores primos de 5400 que
es: 5400 = 23 - 33 . 52 y esto ultimo lo igualamos a 3% - 4° - 5¢. 6. De donde:

23'33'52:3a'4b'5c'6d
23_33.52:22b+d.3a+d.50

Por tanto 20+ d = 3; a +d = 3; ¢ = 2. Resolviendo este sistema con enteros

positivos tenemos: a =2; b=1;c=2y d= 1. Finalmente a + b+ c+ d = 6.

Respuesta. 6 (Opcion: C.)

Solucién. (del Problema 8) Como AB = AC, el triangulo ABC' es isosceles de
base BC, luego mZABC = m/BCA = 70° y m/BAC = 180° — 140° = 40°.
Como AB || DE y la recta AC es transversal a ambas, la recta DE forma con AC

un angulo de 40° (por angulos alterno internos); en particular mZAQD = 40°, de
donde Q = DE N AC.

Sea I = DENGH. Como GH || AC, la recta DE forma también un angulo
de 40° con GH; es decir mZDIP = 40°, donde P = DF N GH. Ademés, por
el angulo recto en D (segun el dato de la figura) y debido a que I pertenece a
la prolongacion de ED, se tiene mZIDP = 90°. Ahora, en el tridangulo IDP, la

9
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suma de los dngulos interiores es 180°. Asi, mZIPD = 180° — 40° — 90° = 50°.
Finalmente, el angulo x es opuesto por el vértice al angulo ZIPD, por lo que

ambos tienen la misma medida. En consecuencia, z = 50°.

Respuesta. x = 50°. (Opcion: B.)

Solucidn. (del Problema 9) Contaremos los saludos segin la posicion de cada
estudiante. Los 4 estudiantes ubicados en las esquinas tienen tinicamente 3 vecinos,
por lo que realizan 4 - 3 saludos. Los estudiantes que estan en los bordes, pero no
en las esquinas, son 2(8 —2) +2(9 — 2) = 12 + 14 = 26, y cada uno tiene 5
vecinos. En total realizan 26 - 5 saludos. Finalmente, los estudiantes del interior
son (8 —2)(9—2) =6-7 =42, y cada uno tiene 8 vecinos. En total realizan 42 -8
saludos.

Al sumar estos valores, cada apreton de manos se ha contado dos veces (una por

cada estudiante involucrado). Por tanto, el nimero total de saludos es

4-3426-5+42-8 1241304336 478

= 239.
2 2 2 39

Contemos los apretones de manos segin la posicion de cada estudiante. Los 4
estudiantes ubicados en las esquinas tienen exactamente 3 vecinos cada uno, por
lo que aportan 4 - 3 saludos. Los estudiantes situados en los bordes, excluyendo
las esquinas, son 2(8 — 2) +2(9 — 2) = 12 + 14 = 26, y cada uno tiene 5 vecinos.
En consecuencia, aportan 26 - 5 saludos. Finalmente, los estudiantes del interior
son (8 —2)(9—2) =6-7 =42,y cada uno tiene 8 vecinos. Por lo tanto, aportan
42 - 8 saludos. Al sumar estas cantidades, cada apretéon de manos se ha contado
dos veces, una por cada estudiante que participa en él. Por ello, el ntimero total

de apretones de manos es

4-3426-5+42-8 124130+336 478
2 N 2 92

= 239.

En consecuencia, el numero total de apretones de manos es 239.

10

9¢0¢ VSIN[] VOILVINHLVIN dd VNHOVH VAVIdINIT(O)



‘Respuesta. 239 (Opcion: A)‘

Solucion. (del Problema 10) Sean a y b los lados del terreno, con a < b, ab = 2024

y ambos pares. Escribimos a = 2m y b = 2n con m < n enteros positivos; entonces
dmn = 2024 — mn =506 =2 x 11 x 23.

Como 506 tiene 2% = 8 divisores, a saber 1,2,11,22, 23,46, 253, 506, las parejas

(m,n) con m < ny mn =506 son:
(1,506), (2,253), (11,46), (22,23).

(Notese que 506 no es un cuadrado perfecto, asi que no hay pareja con m = n.)

Cada una produce un terreno de lados pares:
2 x 1012, 4 x 506, 22 x 92, 44 x 46.

Verificacion de la tltima: 44 x 46 = 2024. Por lo tanto, don Fermin puede cercar

exactamente 4 terrenos distintos.

Respuesta. 4 (Opcion: D.)

Solucion. (del Problema 11) Analizamos las posiciones perdedoras (aquellas en las
que el jugador que debe mover pierde con juego perfecto). Si quedan 0 piedritas,
el jugador en turno ya perdio (el rival tomo la tdltima). Desde 1, 2 o 3 piedritas
se gana tomandolas todas. Desde 4, cualquier jugada deja 1, 2 o 3 al rival, que
gana: 4 es perdedora. Por induccion, las posiciones perdedoras son exactamente
los maltiplos de 4: desde un miltiplo de 4 toda jugada lleva a un no-multiplo, y
desde un no-multiplo siempre se puede retirar 1, 2 o 3 para dejar un multiplo de
4.

Como 2026 = 4 x 506 + 2, la posicién inicial no es miltiplo de 4: Tupak gana
retirando 2 piedritas, dejando 2024 (multiplo de 4). Luego, en cada turno, si Killa

11
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retira r piedritas, Tupak retira 4 — r, manteniendo siempre un multiplo de 4 hasta

tomar él la ultima.

Respuesta. 2 (Opcion: A.)

Solucién. (del Problema 12) Sea abc el ntimero, con digitos a < b < ¢ en pro-
gresion aritmética de diferencia d > 1. Entonces b = a +d y ¢ = a + 2d, con las
restricciones a > 1 (primera cifra) y a + 2d < 9. Contamos segin d:

m d=1:a <7, esdecir,a € {1,...,7}: 7 numeros (123,234, ...,789).

» d =2: a <55 nameros (135,246, 357,468, 579).

= d =3: a < 3: 3 nameros (147,258, 369).

» d=4:a<1:1ntmero (159).
Para d > 5 se tendria a + 2d > 11 > 9, imposible. El total es

7T+5+3+1=16.

Respuesta. 16 (Opcion: C.)

12
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Clave de respuestas

OLIMPIADA PACENA DE MATEMATICA
Av.Villazéon 1995 Predio Central UMSA,
Planta Baja del Edificio Viejo, Teléfono 2441578,
e-mail: opmatumsa@fcpn.edu.bo

https://opmat.fcpn.edu.bo/
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