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Carrera de Matematica — Instituto de Investigacién Matematica
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SOLUCION DE LA PRUEBA - FASE 2
Categoria: €

(5% y 6% de Primaria)

Parte I: Preguntas de Opciones Miltiples

Problema 1. Cuando Pedro rompié su alcancia de cerdito, tenia menos de
100 monedas. Al intentar dividirlas en montones de 2 monedas, siempre
sobraba una moneda. Lo mismo ocurrié cuando intenté dividirlas en mon-
tones de 3, de 4 y de 5 monedas: en todos los casos sobraba exactamente
una moneda. ;Cuédntas monedas habia en la alcancia?

(A) 31 (B) 41 (C) 51 (D) 61 (E) 71

Solucién. Como al dividir las monedas en montones de 2, 3, 4 y 5 siempre sobra una moneda, el
numero de monedas menos uno es divisible por todos esos nimeros. En particular, ese ntimero es
divisible por 2 y por 5, por lo que debe terminar en 0. Los posibles valores menores que 100 son
0, 10,20, 30,40, 50, 60, 70, 80, 90.

De estos, solo 0, 30, 60 y 90 son divisibles por 3, y tinicamente 0 y 60 son divisibles por 4. Por tanto,
el tinico valor posible distinto de 0 es 60, lo que implica que Pedro tenia 60 + 1 = 61 monedas.

Respuesta: (D) 61

Problema 2. Hay tres dados idénticos sobre una banqueta ;Cuél es la suma de los ntimeros que estan
en las caras de los dados que tocan la banqueta?

713 3|72 9]t

m v ll

(A) 26 (B) 27 (C) 28 (D) 39 (E) 25

Solucién. Como los tres dados son idénticos, todos poseen la misma disposicién de caras. Observemos
primero la cara 13. En la figura aparece junto a las caras: 11, 7, 5, 2. En un cubo cada cara tiene
exactamente cuatro caras adyacentes; por lo tanto, la tnica cara que no es adyacente a 13 es 19. En
consecuencia, 13 y 19 son caras opuestas. Analogamente, la cara 7 es adyacente a 11, 13, 19, 5, por
lo que la tnica cara restante, 2, debe ser su opuesta. Asi, 7 y 2 son caras opuestas. Finalmente, las
dos caras restantes forman el tercer par de caras opuestas: 5y 11. Por consiguiente, los pares de caras
opuestas son (13, 19), (7,2), (5,11). Los ntimeros de las caras inferiores de cada dado son 5, 19y 2 la
suma es de estos nimeros es 26.

Respuesta: (A) 26

Problema 3. Los digitos han sido reemplazados por méscaras de manera que a digitos iguales les co-
rresponde la misma mdscara, mientras que a digitos diferentes les corresponden méascaras diferentes.

‘M’ ‘M’ Rsah> En ambas igualdades de la figura, el lado dere-
@ % Q B > q@w cho representa un namero de dos cifras, donde la

primera méscara representa la cifra de las dece-

B v nas y la segunda, la cifra de las unidades. El lado
“@° X “@“ - izquierdo representa el producto de dos niimeros

de una cifra.

O -w=-@/
Determinar el resultado de: @ + + + .

1
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(A) 15 (B) 16 (C) 14 (D) 81 (E) 19

Solucién. En ambos ejemplos, el producto de dos digitos iguales da como resultado un ntimero de
dos cifras que no termina en el mismo digito inicial. Las tinicas opciones posibles para estos digitos
son4,7,8 09, cuyos cuadrados son:

4x4=16, 7x7=49, 8x8=64, 9x9=81

Observando las operaciones, la multiplicacién del mono por si mismo debe terminar en el digito
del elefante, y la multiplicacién de la vaca por si misma debe terminar en el digito del mono. Esto
significa que el resultado del cuadrado de la vaca comienza con el elefante y termina con el mono.

Al analizar las parejas de la lista de cuadrados:

» Si el mono fuera 4, su cuadrado es 16, lo que implica que el elefante es 6 y el leén es 1.

» Si el elefante es 6 y el mono es 4, el nimero formado en el primer producto es 64. El tnico
cuadrado que da 64 es 8 X 8, lo que significa que la vaca es 8.

Por lo tanto, sustituyendo los valores correspondientes para resolver la suma solicitada:

S S—,
+++:1+8+6+4:19.
&5 T-€

Respuesta: (E) 19

Parte II: Preguntas de Respuesta Corta

Problema 4. Al escribir el cuadrado y el cubo de un niimero entero positivo, se obtiene dos ntimeros
en las que aparecen exactamente una vez los digitos: 1,2, 3,4, 5, 6,7, 8. Determine el nimero positivo.

Solucién. Sea n el nimero positivo, asi: A = n2, B = n®. Como en A y B deben aparecer exactamente
ocho cifras. Si n < 20, entonces 202 = 400, 20> = 8000, por lo que A y B tendrian en conjunto solamente
siete cifras, lo cual es imposible. Por otra parte, 322 = 1024, 323 = 32768, que son nueve cifras. En
consecuencia, 20 < n < 32. Ahora analizamos el tltimo digito de 7.

» Sin termina en 1,5 o 6, entonces 12 y n3 terminan en la misma cifra, contradiciendo que todas
las cifras sean distintas.
= Sin termina en 3 o0 7, entonces n? termina en 9, cifra que no puede aparecer.
Por lo tanto, el altimo digito de n tinicamente puede ser 2, 4 u 8. Como ademas 20 < n < 32, los
unicos candidatos son n = 22, 24, 28.

Caso n = 22: Se tiene 222 = 484, 223 = 10648. Las cifras 4 y 8 aparecen repetidas y ademas interviene
el 0. Por tanto, este caso no sirve.

Caso n = 24: Se obtiene 242 = 576, 243 = 13824. Las cifras utilizadas son 5,7,6,1,3,8,2,4, que
corresponden exactamente a los digitos del 1 al 8, cada uno una sola vez.

Caso n = 28: En este caso, 282 = 784,283 = 21952. Apareceel digito 9, lo cual contradice las condiciones
del problema.

Por consiguiente, el tinico valor posible es n = 24.

[ Respuesta: 24. ]
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Problema 5. Mateo construy6 una estructura rectangular formada por
palillos de madera, dispuestos en una cuadricula de 3 columnas y 4 filas,
como se muestra en la figura. Para construirla utiliz6 exactamente 31
palillos. Mateo enciende simultdneamente los dos extremos inferiores
de los palillos verticales que forman los lados izquierdo y derecho de
la estructura. El fuego avanza con rapidez constante a lo largo de cada
palillo y se transmite a un palillo contiguo en el instante en que alcanza
el extremo comun. Un palillo que arde desde un solo extremo tarda 8
segundos en consumirse, mientras que si arde simultaneamente desde
ambos extremos tarda 4 segundos. ; Cudntos segundos transcurren desde
que Mateo enciende el fuego hasta que se consume completamente toda
la estructura?

Solucién. Pararesolver el problema, podemos calcular el tiempo exacto en segundos que tarda el fuego
en alcanzar cada “nodo” o interseccién de la estructura. Dado que el fuego inicia simultdneamente
en las dos esquinas inferiores, ambos nodos comienzan en el tiempo t = 0. A partir de ahi, el fuego
avanza a lo largo de los palillos adyacentes a una velocidad de un palillo cada 8 segundos. En el
siguiente diagrama se muestra el tiempo en el que el fuego llega a cada interseccién.

Como se observa en la distribucion simétrica:

= Los ultimos vértices en encenderse son los 32
dos centros de la fila superior, alcanzando
los 40 segundos.

» El daltimo palillo restante es el segmento ho- 24
rizontal superior que une estos dos nodos de
40 segundos. 16

» El fuego entrara a este palillo final por ambos
extremos al mismo tiempo. Por lo tanto, las 8
dos llamas se encontraran exactamente en la
mitad del palillo tras avanzar durante la mi-
tad de su tiempo de combustién: O‘

tiempo final = 40 + g = 44 segundos.

Toda la estructura se habra consumido por completo a los 44 segundos.

40 44 40 32
C Y

32 32
24

24 24
16

16 16
8

®

8 8 0

Respuesta: 44,

Problema 6. La siguiente figura representa una estructura de alambre. Las flechas indican las direc-
ciones permitidas para recorrer sus aristas. ;De cudntas maneras diferentes se puede ir desde el punto
M hasta el punto N, recorriendo tinicamente las lineas de la estructura y respetando las direcciones

indicadas?

M

DERECHA

FRENTE ABAJO
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Solucién. Para determinar la cantidad total de rutas desde M hasta N, aplicamos el principio de
adicién anotando en cada vértice el nimero de caminos distintos para alcanzarlo desde el origen M.
Las direcciones permitidas son tiinicamente Derecha, Frente y Abajo.

» Asignacién inicial: Al punto de partida M le corresponde 1 forma de estar ahi. Los vértices
adyacentes a los que se puede llegar directamente desde M reciben el valor 1.

» Propagacién: Para cualquier otro vértice, el namero total de formas de llegar equivale a la suma
de los valores de los vértices cuyos caminos apuntan directamente hacia él.

Sumando secuencialmente estos valores a través de la estructura (como se ilustra en la figura),
observamos los vértices que inciden en el punto final N: llegan dos flechas, una desde un vértice con
valor 20 y otra desde un vértice con valor 36. Por lo tanto, el nimero total de caminos hacia N es:

20 + 36 = 56
7
1 2
/ w,/ 8
2. - -
6
| 2 a4
4R

8 / 20
Se observa oY 9

20 / Y
’/36 10° 36
w/

N°® N

[ Respuesta: 56 ]
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(D) 61.

(A) 26

(E) 19.

24.
44.
56.
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